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Ozetce —Bu bildiride, ardistk dogrusal olmayan baglanim
problemi incelenmis ve baglam agaclar1 kullanarak etkili bir
o0grenme algoritmasi sunulmustur. Bu amacla, baglanim alam
parcalara ayrilmis ve olusan bolgeler baglam agaci ile simgelen-
mistir. Her bolgede bagimsiz baglanim algoritmalar1 kullamlarak
baglam agaci tarafindan gosterilebilen tiim dogrusal olmayan
modellerin kestirimleri, hesaplama karmasikhig baglam agacinin
diigiim sayisiyla dogrusal olan bu algoritma ile uyarlanir olarak
birlestirilmistir. Onerilen algoritmanm performans limitleri, ver-
iler iizerinde istatistiksel varsayimlarda bulunmaksizin incelen-
mistir. Ayrica, teorik sonuclar: izah etmek icin sayisal bir 6rnek
sunulmustur.
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Abstract—In this paper, we consider the problem of sequential
nonlinear regression and introduce an efficient learning algorithm
using context trees. Specifically, the regressor space is partitioned
and the resulting regions are represented by a context tree.
In each region, we assign an independent regression algorithm
and the outputs of the all possible nonlinear models defined on
the context tree are adaptively combined with a computational
complexity linear in the number of nodes. The upper bounds on
the performance of the algorithm are also investigated without
making any statistical assumptions on the data. A numerical
example is provided to illustrate the theoretical results.

Keywords—sequential, adaptive, nonlinear regression, context
tree.

I. GIRIS

Dogrusal baglanim modelleri uzun zamandir sinyal isleme
ve otomatik 6grenme literatiirlerinin temel temalarindan biri
olmustur [1]. Ancak, igsleme giiciiniin artmasi ile verilerin belir-
gin dzelliklerini 6grenebilmek i¢in dogrusal olmayan baglanim
yontemleri sikca uygulanmaya baglanmigstir [2]-[4]. Dogrusal
olmayan yontemler dogrusal yontemlere gore daha giiclii mod-
elleme performansi gosterse de bu yontemlerin uygulamalari
hesaplama karmagikligi ve kararlilik problemleri gibi sebe-
plerden otiirii giictiir [5]. Bu sorunlar1 en aza indirgemek
icin baglam agaclar1 veya karar agaclar1 gibi etkili simgeleme
yontemleri kullanilmaktadir [6].

Bir baflam agaci, baglanim alaninin i¢ ige bolimlerini
simgeler. Ornek olarak, Sekil 1’deki 2 derinlikli baglam agaci,
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iki boyutlu baglanim diizlemini béler. Baglam agacinin iistiin-
deki her diigiim, baglanim alaninin bir bolgesini simgeler. Bu
i¢ ice boliim tanimlandiktan sonra, her diigtimdeki baglanim
yapilar1 birbirlerinden bagimsiz olarak secilebilir. Bu yontem
ile dogrusal olmayan baglanim, dogrusal baglanim yontem-
lerinin dolaysiz uzantisi olarak goriilebilir. d derinlikli bir
baglam agacinin {izerinde, toplamda yaklasik olarak 1.5%
farkli dogrusal olmayan model tanimlidir [7]. Ornek olarak,
Sekil 1’deki 2 derinlikli baglam agaci, Sekil 2’deki gibi 5 farkli
dogrusal olmayan modeli simgeler.

Baglam agaci iistiinde tamimli olan c¢ifte iistel farkli
dogrusal olmayan modeller i¢inden herhangi bir tanesini, veri
islemeye baglamadan once se¢ip, sadece bu modelin parame-
trelerini uyarlamak baglanim algoritmasinin performansini
onemli olgiide kisitlar. Bu sebepten otiirii, bu bildiride, sadece
tek bir modele baglanmak yerine, bu modellerin kestirimleri
uyarlanir bir algoritma ile birlestirilmistir. Bu sayede, yiiksek
dogrusal olmayan modelleme giiciine ulasilmistir.

Literatiirdeki benzer yoOntemler, maliyet fonksiyonunu
kiictiltecek birlestirme parametrelerini aramak yerine, evrensel
birlestirme katsayilar1 tanimlayarak tiim cifte iistel modeller
icinden en iyisinin performansina ulagmaya ¢alismiglardir [2].
Fakat bu yontemler, veriler iistiinde isleme baglamadan 6nsel
bilgiler (iist sinir gibi) gerektirmektedir. Ayrica, bu yon-
temlerin bagarili sonuglar vermesi algoritma parametrelerinin
ince ayarlanmasiyla miimkiindiir. Ote yandan, bu bildiride
Onerilen algoritma, evrensel birlestirme katsayilar1 kullan-
madan uyarlanabilir bir yontem yardimiyla dogrudan baglanim
hatasini kiigiiltme esasina dayanir. Bu sayede, onerilen yontem,
bilinmeyen ve istenen veri lizerinde herhangi bir onsel bilgiye
ihtiyagc duymaz ve gercek hayat problemlerinde rahatlikla
kullanilabilir. Dolayisiyla, bildiride sunulan problem tanimi
ve Onerilen yontemler literatiirdeki yontemlere gore oldukca
farklilik gostermektedir.

Bu bildiride onerilen algoritma, i) en geliskin teknoloji
yontemlere gore performans artigi saglamaktadir, ii) veriler
tizerinde onsel bilgi gerektirmemektedir, iii) performans iist
sinirlari hicbir istatistiksel varsayim gerekmeksizin saglanmak-
tadir, ve iv) hesaplama karmasikligi sadece baglam agacinin
diigiim sayisiyla dogrusaldir. Onerilen algoritma bu perfor-
mansa, tiim cifte iistel sayidaki modellerin kestirimlerinin en
iyi dogrusal katigimina yakinsayarak ulagmaktadir. Bu sayede,
evrensel birlestirme parametreleri kullanmak yerine, Onerilen
algoritma dogrudan baglanim hatasin1 en kiicliltmeye calis-
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Sekil 1: 2 boyutlu baglanim alaninin 2 derinlikli baglam agaci ile bolimii.
Her bir diigiimde baglanim alani birer defa siradiizensel olarak pargalanmistir.

maktadir. Ayrica, Onerilen algoritma, literatiirdeki benzer agag
kullanan algoritmalarla birlestirilebilir ve farkli yontemleri
kapsayacak sekilde genisletilebilir.

II. PROBLEM TANIMI

Bu bildiride, ardistk dogrusal olmayan baglanim prob-
lemi incelenmektedir. Istenen sinyal {z[t]},~,. z[t] € R
ile gosterilirken, baglanim vektorleri {y[t]},~,, y[t] € R™
ile gosterilmektedir. Bu cercevede ¢ anindaki istenen sinyal
asagidaki sekilde kestirilmektedir:

zlt] = fe(ylt]).

Burada, f;(-) bir uyarlanabilir dogrusal olmayan baglamim
fonksiyonudur. Her ¢ aninda, baglanim hatasi ise

elt] = z[t] — &[t]
seklinde hesaplanmaktadir.

Uyarlanabilir dogrusal baglanim fonksiyonu cesitli
sekillerde secilebilirken, bu bildiride, parcali dogrusal
fonksiyonlar kullanilmigtir. Bu amacla, baglanim alant
veri igleme baglamadan o©nce, hiperdiizlemler kullanilarak
parcalanmistir. Bu parcalama iglemi sonucu olusan her
bolgeye bir dogrusal baglayici atanmusti. Bu secimler
bildirinin anlagilabilirligini artirmak i¢in tercih edilmistir.
Onerilen yontem, hiperdiizlemler yerine farkli ayirag
fonksiyonlar1 ve/veya her bolgedeki dogrusal baglayicilar
yerine literatiirdeki dogrusal olmayan baglanim yontemleri
kullanilarak da genellestirilebilir.

Probleme aciklik kazandirmak icin su ornek diisiiniilebilir.
Sekil 1°deki 2 derinlikli baglam agaci ii¢ farkli ayira¢ fonksiy-
onu kullamlarak olusturulmustur. Ikili baglam agac1 kul-
lanimindan dolay1 bu ayirag fonksiyonlari baglanim alani iiz-
erinde 4 farkl bolge olusturmaktadir. Baglam agaci iizerindeki
boliim islemi siradiizensel sekilde tamimlidir. Dolayisiyla,
t ammndaki baglanim vectorii y[t| once kok diigiimdeki
aywra¢ fonksiyonu tarafindan iglenmektedir, ve daha sonra
kok diigiimiin altdiiglimlerinden biri tarafindan iglenir. Bu
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Sekil 2: Sekil 1°deki 2 derinlikli baglam aga¢ tarafindan boliinen baglanim
alan1 iizerinde tanimlanan tiim cifte tistel sayidaki modeller.

cercevede, ayirag fonksiyonlari kesin kararlar vermektedir.
Eger baglamm vektorii y[t], R ile gosterilen bolgeye diiserse
ayrra¢ fonksiyonunun degeri 1’dir, aksi takdirde bu deger 0
olarak bulunur.

Baglam agaci tizerinde tanimli olan herhangi bir dogrusal
olmayan model tiim baglamim alanim1 kapsayacak sekilde
parcalara ayrilmistir. d derinlikli baglam agaci tarafindan
gosterilen tiim farkli dogrusal olmayan modellerin sayisini
fld) = 1.5 le gosterelim. Bu durumda, d derinlikli baglam
agag iistinde tanimli olan herhangi bir i = 1,. .., f(d) modeli
icin bu modelin yaprak diigiimleri ile gosterilen bolgelerin
toplami baglanim alanina esittr:

(@)

U Rix=R"

k=1
Burada, [(7), ¢ modelindeki yaprak diigiim sayisini ve R; i, ise
1 modelinin k£ bolgesini gostermektedir.

Sekil 2’deki ticlincii dogrusal olmayan modeli, Ps, ele
alirsak, bu model 4 farkli bolgenin (4 yaprak diigiime karsilik
gelen bolgelerin) birlesimi ile olugturulmustur. Bu model iiz-
erindeki her bolge icin birer dogrusal baglanim algoritmast
tanimlanmigtir. Bagka bir deyigle, tim &k = 1,...,1(3) i¢in her
Ri,i bolgesinde

& [t] = wi [tly[t]

kestirimi yapilmaktadir. Burada, w; ;[t] € R™, i modelinin
k bolgesine atanmig olan ¢ anindaki dogrusal baglanim vek-
toriidiir. Yukarda tanimlanan siradiizensel yonteme gore, Ps
modelinin kestirimi

T3 [t] = 56371 [t][g,l [t]—Fi‘g,g [t]]g,g[t]—‘ri‘&g[t][g,g [t]+£3,4[t]1374[ﬂ

seklinde hesaplanir. Burada, I; ;[t], Ps modelindeki & diigiimii
icin t anindaki ayira¢ (gosterge) fonksiyonunun degeridir.
Bu fonksiyonun degeri eger ¢ anindaki baglanim vektorii k
diigiimii ile gosterilen bolgeye diismiisse 1, aksi takdirde 0
olarak gosterilmektedir. Bagka bir deyisle,

1 ,ifylt] e R;
I k[t] = {O vl *

. 1
,if ylt] € Rik W
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Dolayisiyla, her dogrusal olmayan model i¢in o modelin ¢ anin-
daki kestirimi baglanim vektoriiniin diistiigii yaprak diigiimiin
kestirimine esittir.

Yukarida belirtilen yontem ile tiim cifte tistel sayidaki
modellerin kestirimleri Z1[t],..., % [t] hesaplanabilir. Bu
kestirimleri dogrusal olarak birlestirerek, katisim katsayilari
eniyilestirilebilir. Bu dogrultuda, 6nerilen algoritmanin kestir-
imi

f(d)
Bt] &) mift)a[t]
i=1
= 7[t]T &[t] (2)
seklinde hesaplanmaktadir. Burada, &; £ [21[t], ..., & p(q)[t]]”

olarak tanimlanmisgtir.

III. BAGLAM AGACLARI iLE BIRLESTIRIM

Bu boliimde, (2)’de tanimlanan ve tiim ¢ifte iistel sayidaki
ardigtk baglanim fonksiyonlarini uyarlanir olarak birlestiren
algoritma sunulmaktadir.

Teorem 1: {z[t]},., ve {y[t]},~, gelisigiizel gercel
degerli seriler olsun. Algorithm 1’de verilen i[t] baglamm
algoritmasi, gelisigiizel uzunluktaki n > 1 herhangi serilere
uygulandiginda agagidaki performans iist simirina ulagir:

n n

> (aft]—#[t))*~ _min

TTERS () (x[t]—ngﬁ[t])2 < O(In(n)).

Bu teorem, onerilen algoritmanin performansinin, f(d)
sayida farkli modelin en 1iyi birlestiriminin performan-
sina ulastlgml gostermektedir. Ayrica, Onerilen algoritma

0 (15
karmagikhigr yalmzca O(d2?)’dir. Daha 6nce de belirtildigi
gibi bu performansa ulagsmak icin 6nerilen algoritmanin veriler

tizerinde herhangi bir istatistiksel varsayima veya onsel bilgiye
ihtiyac1 yoktur.

farkli modeli birlestirirken, algoritmanin hesaplama

Algorithm 1 Baglam Agaclar ile Uyarlanir Baglanim

1: fort=1to n do

22 Utl<=c=1,...,9(d) : y[t] € Re
3 2] <=0

4: for all ¢; € U[t] do
S Xalt) < we, [Tyl
6.

7

8

for all ¢; € D, do
2[t] <= 2[t] + Wey,eaAea [t]Xe, [t]
: end for
9: end for
10:  et] < z[t] — 2[t]
11:  for all c € U[t] do

12: we[t + 1] < w.[t] + pltle[t]y[t]
13: Aclt + 1] < AJt] + pltlet]xe[t]
14:  end for

15: end for
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A. Teorem I’in Ispati ve Algoritmanin Kurgulanmas:

Algoritmanin kurgusunda olasiliksal bayir inisi (SGD) al-
goritmast kullanildig: igin, algoritmanin performans iist sinirt
[8]’den bulunabilir. Algoritma kurgusu ana hatlariyla asagida
sunulmaktadir.

Katisim parametreleri olasiliksal bayir inigi algoritmasi ile
giincellendigi icin herhangi bir ¢ = 1,..., f(d) modelinin
katisim parametresini, ayni modelin diigiimlerinin birlesim
parametrelerinin toplami cinsinden ifade edebiliriz:

1(3)
7Ti[t} = :E:: 7Ti,k[t].
k=1

Dolayisiyla, Dy, d derinlikli bir baglam agag iizerindeki tiim
diigiimleri simgeliyorken, herhangi bir ¢ € D, diigiimiiniin
t anindaki birlegsim parametresini ve kestirimini sirastyla \.[t]
ve X.[t] olarak tanimlarsak, A.[t] iizerinde agagidaki olasiliksal
bayir inigi giincellemesine ulagiriz:

Aelt + 1] 2 AJt] + pltleft]Xelt].

Burada, gosterim yiikiinden kurtulmak igin i¢in yukaridaki
tanimlamalar yapilmistir. Herhangi bir ¢ modeline ait herhangi
bir k£ diigimii icin m; x[t] = Ag[t] ve & k[t] = Xx[t] esitlikleri
saglanmaktadir.

Benzer sekilde, tiim modellerin kestirimlerini de baglam
agac tizerinde taniml olan diigiimlerin kestirimleri cinsinden
yazalim. (1)’deki tanima gore, her dogrusal olmayan model
icin o modelin ¢ anindaki kestirimi baglanim vektOriiniin
diistiigli yaprak diigiimiin kestirimine egittir. Bagka bir deyisle,
d derinlikli baglam aga¢ tizerinde tanimli olan ¢ modeli igin,
t aninda baglanim vektoriiniin dustiigii bolgeyi gosteren bir
fonksiyon tamimlayalim: r;[t] = k, eger y[t] € R, ise. Bu
gosterime gore her ¢ modelinin ¢ anindaki kestirimi

Ei[t] = &y 0 [t]
olarak bulunur.
Bu durumda, 6nerilen algoritmanin kestirimi

f(d) [1()

2ft] =3 D mirlt] | 2opa ] 3)

i=1 k=1

olarak bulunur. (3)’teki esitlikte su gozlemler yapilabilir: Her-
hangi bir ¢ aninda r;[t] fonksiyonu sadece y[t]’yi igeren
yaprak diigiim ve bu diigiimiin istdiiglimlerini gosterebilir.
Dolayisiyla, tiim bu diigiimlerin kiimesini U[¢] ile gosterirsek,
[U[t]] = d+ 1 olarak bulunur. Diger bir gozlem ise su
sekildedir: (3)’teki esitlik baglam agac iizerinde tanimli olan
tim modeller {lizerinden toplanarak bulunmustur. Ancak bu
hesaplama karmagikligimi oldukg¢a artirmaktadir. Herhangi bir
ri[t] dugiimii igin &, ,.,[4[t] kestiriminin katigim katsayisinda
yine herhangi bir ¢ € Dy i¢in A.[t] katsayisi ¢ ve r;[t]'nin aym
anda yaprak diigiim oldugu model sayisiyla ¢arpilmaktadir.

Herhangi bir ¢ € D, diigiimii i¢in bu diigiimiin derinligini
d(c) ile gosterelim. Bu durumda, ¢ diigiimiiniin d derinlikli bir
baglam agacta yaprak diigiim oldugu model sayist

é(c)

ha(e) = [T 1@~ )
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ile bulunur. hg4(c) kullamlarak, herhangi iki ¢p,ce diigim-
leri i¢in iki diigiimiin de yaprak diigiim olarak bulundugu
model sayis1 [8]’de detaylica gosterildigi gibi hesaplanabilir.
Bu degeri w(cy, o) ile simgelersek, (3)’teki kestirim

= >

c1 Eu[t]

D wlene)meltl p Raltl @)

c2€Dy

olarak bulunur. w(cy, ¢2)’in degeri zaman ile degigmediginden
otiirli, bu degerler veri igleme baslamadan 6nce hesaplanabilir,
dolayisiyla hesaplama karmagiklifim1 artirmaz. Bu sebeple,
(4)’teki islemin hesaplama karmagsikhigi O(d2%)dir. Boylece
algoritmanin kurgusu tamamlanir. t

IV. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde, 6nerilen algoritmanin performansi en geligkin
teknoloji algoritmalarin performansiyla karsilagtirtlmigtir. Bu
amacla, agagidaki parcali dogrusal model diislintilmiistiir:

vilt] +y2lt] + [t yift] =0 ve yot] >0
o —u1[t] — y2[t] + ¥[t], w1[t] >0 ve ya[t] <O 5)
' =y [t] —valt] +Y[t], wnlt] <O veyelt] >0
yilt] +y2lt] + ¥,  yilt] <0 ve yoft] <O

Burada, ¢[t] sifir ortalamali ve 0.1 degisintili beyaz Gaus-
sian siirecinden alinmig 6rnek degerlerdir, y1[t] ve yo[t] sifir
ortalama vektorli ve I, degisinti matrisli birlesik Gaussian
siirecinden alinmig ornek degerlerdir. ¢ anindaki istenen veri
x[t] ile, baglamm vektorii ise y[t] = [y1[t], y2[t]]T ile goster-
ilmigtir.

Sekil 3’te Onerilen algoritmanin performans: en geliskin
teknoloji algoritmalarin performansiyla karsilastirilabilir. Sek-
ilde “UBAK” bu bildiride onerilen ve 2 derinligi olan uyarlanir
baglam aga¢ kestirim algoritmasini, “BAKK” [2]’de Onerilen
ve 2 derinligi olan baglam agac¢ katisim kestirim algoritmasini,
“VS” ikinci dereceden Volterra siizgecini [5], ve son olarak
“FDOK” ise [3]’te Onerilen iiciincii dereceden Fourier dogrusal
olmayan kestirim algoritmasim gostermektedir.

Bu ornekte, 6grenme hizlart UBAKK, BAKK ve FDOK
algoritmalar1 i¢in 0.005, VF algoritmasi i¢in ise 0.05 olarak
secilmigtir. Bu degerler, algoritmalarin benzer yaklasim per-
formansi gostermesi i¢in segilmistir.

Sekil 3’te goriildiigii tizere, Onerilen algoritma literatiirdeki
en geliskin teknoloji algoritmalara gore gozlenebilir bir
performans artisi saglamaktadir. Bu performans artigt lit-
eratiirdeki evrensel katisim parametreleri kullanimi yerine
en iyi katisim parametrelerinin uyarlanir olarak giincellen-
mesiyle ulagilmigtir. Ek olarak, onerilen algoritma veriler iiz-
erinde herhangi bir 6nsel bilgi gerektirmemektedir. Bu sayede,
gercek hayat problemlerine uygulanabilirligi olduk¢a yiiksek-
tir. Ayrica, onerilen algoritma dogrusal olmayan baglanima,
baglanim alanini parcalayarak ulagmaktadir. Dolayisiyla, algo-
ritmanin hesaplama karmagikligi baglanim vektoriiniin boyu-
tuyla dogrusal olarak artmaktadir. Bu sayede, onerilen algo-
ritma biiyiik veri problemleri gibi yiikksek boyutlu islemlerde
kullanlabilir.

1868

Onerilen Algoritmalarin Birikimli Kestirim Hata Performanslari
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Sekil 3: (5)’teki parcali dogrusal model igin onerilen algoritmalarin birikimli
baglanim hata performanslari. Sekildeki degerler 10 bagimsiz denemenin
ortalamasi alinarak bulunmustur.

V. SONUCLAR

Bu bildiride ardisik dogrusal olmayan baglanim prob-
lemi incelenmis ve uyarlanir parcali dogrusal siizgecleme
teknigi kullanilarak baglanim hatasi performansi eniyilestir-
ilmigtir. Parcali dogrusal fonksiyonlarin kullanimi baglanim
alaninin hiperdiizlemler ile parcalanmasi ile saglanmigtir.
Diisiik hesaplama karmagikligina sahip bir algoritmaya ulas-
mak i¢in baglanim alaninin parg¢alanmasi sonucu olusan bol-
geler baglam agaclar ile simgelenmistir. Onerilen algoritma
ile baglam agaci iizerinde tanimli olan cifte tistel sayidaki
farkli dogrusal olmayan modellerin kestirimlerinin katigimi
icin gereken hesaplama karmasikliginin baglam agacindaki
diigiim sayisi ile dogrusal olarak artti§1 gosterilmistir. Ayrica,
onerilen algoritmanin performansinin en gelismis teknoloji
algoritmalardan daha iyi olabilecegi gozlemlenmistir.
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