2014 IEEE 22nd Signal Processing and Communications Applications Conference (SIU 2014)

Yapisal Veri Belirsizlikler1 Altinda Yarigsmaci

Dogrusal MMSE Kestirim
Competitive Linear MMSE Estimation Under
Structured Data Uncertainties

N. Denizcan Vanli, Muhammed O. Sayin, Siileyman S. Kozat
Elektrik ve Elektronik Miihendisligi Bolumii
Bilkent Universitesi
{vanli, sayin, kozat} @ee.bilkent.edu.tr

Ozetce —Bu bildiride, yapisal veri belirsizlikleri altinda
dogrusal kestirim problemi incelenmektedir. Maliyet fonksiyonu
olarak ortalama karesel hata (MSE) diisiiniilmiistiir ve simrh
belirsizlikler altinda giirbiiz bir algoritma onerilmistir. Sunulan
yontem yarismaci algoritma yapisina sahiptir ve bu yapiya
ulasmak icin dogrusal Kestiricinin performansi, bilinmeyen veri
belirsizliklerine gore ayarlanmis dogrusal enkiiciik MSE (MMSE)
sonra, bu goreceli performans dl¢iitiinii en kotii durumdaki sistem
modeline gore enkiiciilten dogrusal kestirici bulunmustur. Bu
yarismaci Kestiriciyi bulmak icin ¢oziilmesi gereken problemin
yari-kesin programlama (SDP) problemi olarak diisiiniilebilecegi
gosterilmistir. Ayrica, teorik sonuclar1 izah etmek icin sayisal
ornekler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler—yarismacu, giirbiiz, dogrusal kestirim, veri
belirsizlikleri.

Abstract—In this paper, we consider the linear estimation
problem under structured data uncertainties. A robust algorithm
is presented under bounded uncertainties under the mean square
error (MSE) criterion. The performance of the linear estimator
is defined relative to the performance of the linear minimum
MSE (MMSE) estimator tuned to the underlying unknown data
uncertainties, i.e., the introduced algorithm has a competitive
framework. Then, using this relative performance measure, we
find the estimator that minimizes this cost for the worst-case sys-
tem model. We show that finding this estimator can equivalently
be cast as a semidefinite programming (SDP) problem. Numerical
examples are provided to illustrate the theoretical results.

Keywords—competitive, robust, linear estimation, data uncer-
tainties.

I. GIRIS

Bu bildiride, yapisal veri belirsizlikleri altinda dogrusal
kestirim problemi incelenmektedir [1]. [linti matrisi bilinen ve
istenen bir veri vektorii dogrusal bir sistemden gecirilmektedir.
Bu sistemin ¢iktisi ilinti matrisi bilinen toplanir giiriiltii tarafin-
dan bozulmaktadir. Bu cercevede dogrusal sistemin gercek
degeri bilinmiyor olsa bile bu sistemin bir kestirimi verilmis
veya iretilmistir. Ancak, bu kestirim yiiksek olasilikla belir-
sizlikler icermektedir. Dolayisiyla kestirilen sistemi dogrudan
kullanmak kestiricinin performansin1 6nemli dl¢iide diisiirebilir
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[2]. Bu sebepten otiirii, bu dogrudan yontem yerine daha
glirbiiz yontemlerin kullanimi literatiirde onerilmistir [1]-[5].

Bu cercevede, yaygin olarak kullanilan kestirim yodntem-
lerinden biri en kotii durumdaki sistem performansini eniy-
ilestirmektir [6]. Benzer sekilde, [4]’te H°° kriteri dogrusal ke-
stirim problemine uygulanmig ve giris sinyalinden cikis sinya-
line enyiiksek enerji kazanimi enkiigiiltiilmiistiir. Bu bildiride
ise sistemin performansi, bilinmeyen veri belirsizliklerine gore
ayarlanmis dogrusal MMSE Kkestiricisinin performansina gore-
celi olarak tanimlanmigtir. Bu cergevede, enerji kazanimini
enkiiciiltmek veya nihai performans olgiitiiniin en koti du-
rumdaki degerini eniyilestirmek yerine, bu bildiride, yukarda
tanimlanmig olan goreceli performans olgiitii enkiigiiltiilmiistiir.

Benzer goreceli performans tamimlari literatiirdeki ¢ogu
makalede mevcuttur. [1]’de belirsizliklerin giris ve giiriiltii
ilinti matrislerinde oldugu diisiiniilmiistiir ve dogrusal sistem
modelinin bilindigi varsayilmigtir. [2]’de ise belirsizliklerin
dogrusal sistem modelinde oldugu diisiiniilmiis ve giris ve
giirliltii ilinti matrislerinin bilindigi varsayilmistir. Bu bildiride
diisiiniilen problem tanimi ise [2]’de diigliniilen problem
tanimina benzerlik gostermekle beraber, bildiride ek olarak
belirsizliklerin yapisal bir formda oldugu diistiniilmiistiir.

Yapisal veri belirsizlikleri altinda, dogrudan Kkestirilen
dogrusal sistem modelinin kullanilmasi ¢ogu durumda kabul
edilemez sonuglar vermektedir [5]. Ote taraftan, en kiigiik-en
biiytik ilkesine gore elde edilen dogrusal sistem modelleri ise
oldukca kotiimser belirsizlik degerlerini diisiinerek karamsar
ancak giirbiiz bir performans sergilemektedir [6]. Bu bildiride
onerilen yontem ise bu iki u¢ yontemin performanslari arasinda
Odiinlesim giirbiizaktir.

Bildiride sunulan dogrusal kestirim problemi, bircok
sayisal iletisim sistemi senaryolarinda gozlemlenebilmekte-
dir [1], [2], [4]. Bu senaryolarda (kanal denklestirme) is-
tenen sinyalin ve toplanir giiriiltiiniin istatistikleri genellikle
¢ikis sinyalinin istatistiklerinden kestirilebilmektedir ve genel-
likle bu degerlerin bilindigi varsayilmaktadir. Benzer sekilde,
dogrusal sistem modeli de literatiirdeki herhangi bir kestirim
algoritmasi kullanarak kestirilebilir. Bu bildiride 6nerilen al-
goritma ise bu kestirimleri ve kestirimlerin iizerindeki be-
lirsizlik #ist siirlarini diigtinerek performans olarak giirbiiz
bir kestirim yontemi sunmaktadir. Ayrica, bildiride Onerilen
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yontemin SDP problemi olarak da yapilandirilabilecegi goster-
ilmigtir. Dolayisiyla, SDP problemlerini ¢6zmek i¢in gereken
hesaplama karmagikligi diistiniildiigiinde, Onerilen yontemin
gercek zamanli uygulamalar icin rahatlikla kullanilabilecegi
sOylenebilir [1].

Bildiri su sekilde organize edilmigtir: Bolim 2’de sis-
tem modeli detayli olarak anlatilmis ve yarigmaci problem
tanimlanmigtir. Boliim 3’te bu yarigmact problemi ¢ézen SDP
algoritmasi sunulmugtur. Boliim 4’te onerilen algoritmanin per-
formansi literatiirdeki diger algoritmalarla karsilagtirilmistir.
Son olarak, Boliim 5’te bildiri sonu¢landirilmastir.

II. GOSTERIM VE PROBLEM TANIMI

Bu bildiride, tim vektorler siitun vektorleridir ve kiiciik
koyu harflerle gosterilmektedir. Matrisler ise biiyilk koyu
harflerle gosterilmektedir. Herhangi bir x vektorii i¢in, ||x|| =
xHx, ¢2 normudur, x vektorii x’in eslenik devrigi ve x
ise normal devrigidir. Herhangi bir H matrisi i¢in Tr{H}
matrisin izi, ||H|| ise matrisin spektral normudur. H > 0
pozitif kesin matrisi, H > 0 ise pozitif yari-kesin matrisi
simgelemektedir. I ve O sirasiyla uygun boyutlu birim matrisi
ve sifir matrisini simgelemektedir. ® sembolii ise Kronecker
carpimini simgelemektedir.

Sistem modeli su sekilde tanimlanmigtir: Bilinmeyen ve
istenen girig vektorii x € C” bilinmeyen bir dogrusal sistem
olan H € C™*"™ {izerinden ge¢irilmistir. Sistemin ¢iktist ise
eklenir giiriiltii, w € C™, tarafindan bozularak asagidaki ¢ikis
sinyali gozlemlenmistir:

y=Hx+w.

Burada, x ve w vektorlerinin birbirinden bagimsiz, sifir
ortalamali ve swrasiyla R, ve R, ilinti matrisli oldugu
varsayilmigtir. Kanal matrisi H bilinmese de bu matrisin bir
kestirimi olan Hg bilinmektedir. Ancak, bu kestirim bir¢cok
pratik durumda tam olarak dogru degildir ve {iizerinde bir
belirsizlik vardir:

AH =H — H,.

Bu belirsizligin ise yapisal bir formda ifade edilebilecegi
varsayllmistir. Bu ¢ercevede p farkli yapr matrisi Hy, ..., H,
oldugu diisiiniiliirse, g = [p1, ..., )7 katisim parametreleri
ile yukarida ifade edilen belirsizlik yapr matrislerinin dogrusal
birlesimi olarak ifade edilebilir:

P

i=1
Burada, belirsizlik katsayilarinin iistten sinirl oldugu ||p|| <
o, o > 0, ve bu iist sinirin bilindigi varsayilmistir.

Cikt1 vektorii olan y gozlemlendikten sonra giris vektorii
olan x su sekilde olugturulabilir:

x = Gy.

Burada, G matrisi dogrusal bir kestiriciyi simgelemektedir.
Herhangi bir dogrusal kestirici i¢in kestirim hatas1 agagidaki
sekilde bulunur:

f(Gip) 2 B [lIx - %I°| = 7 {cR,G"}

FTr {Ré 1-GH)” 1- GH)R:
2
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Bu cercevede literatiirde yaygin olarak kullanilan yon-
temlerden biri f(H) fonksiyonunu enbiiyiiten p degeri igin,
yine aym1 maliyet fonksiyonunu enkiiciilten dogrusal kestirim
matrisini hesaplamaktir. Matematiksel olarak,

min max f(G; 3)
ninmax f(G; )
problemine ¢o6ziim aramaktir. Ancak, daha once de

bahsedildigi gibi bu yontem en kotii durumlarda giirbiiz
bir performans iiretse de, gergek Orneklerde bu yoOntemin
karamsar yapis1 istenmeyen sonuglar iiretebilmektedir [1].
Bu sebepten otiirli, asagidaki yarismact performans olgiitii
tanimlanmugtir:

ménmﬁX{f(G;u)—mGipf(G;u)}- “)

2R(G;p)

Bu performans olgiitii ile (3)’te tanimlanan karamsar problem
tanimu ile dogrudan kanal kestirimi Hy’a bagl olan iyimser
yontem arasinda bir odiinlesim giirbiizaktir.

III. YARISMACI DOGRUSAL KESTIRIM

Bu bolimde, (4)’te tanimlanan maliyet fonksiyonunu
enkiiciilten kestirim matrisi hesaplanmaktadir. (2)’de verilen
maliyet fonksiyonunu enkiigiilten (MMSE) dogrusal kestirim
matrisi G, katisim parametreleri g biliniyorken asagidaki gibi
bulunur:

Ganse () = (R;1 + HHR;lH) THYR
ve bu MMSE kestirim matrisinin ortalama karesel hatasi
ﬂméﬂ{ﬁwﬂiﬁREHf? )
olarak hesaplanir.

Dolayisiyla, (4)’teki maliyet fonksiyonu (2) ve (5)
diisiiniilerek, asagidaki sekilde ifade edilebilir:

R(G;p) = Tr {R,% (I- GH)" (I GH)RE}
4T {GRWGH} T {(R;l + HHR;1H)—1} .

Yukaridaki ifadede son terimi birinci dereceden Taylor a¢ilimi
ile p = 0 etrafinda yakinlastirirsak

R(G;u)z"ﬂr{ 2(1- GH) (I—GH)R?}
H
—i—Tr{GRu,GH —m—éRe Tr{ Vuf(p |H 0} u}}
:Tr{Rg(IfGH) (IfGH)RZ}
k—BMp—p"B (6

bulunur. Burada, x £ f(0), B8 £ [B1,...,B,)T, Bi =
Tr{B”H,} olarak tanimlanmus ve

Ty {GRMGH} _

2
B £ Vi f(u),_o = —Ru'Ho (R;' + H'R;'Hy)

|p, 0~
seklinde hesaplanmuigtir [2]. 3 vektoriiniin degerleri zincir
kurali uygulanarak yukaridaki sekilde bulunmustur.
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Teorem: Istenen ve bilinmeyen sifir ortalamali ve R,
ilinti matrisli x € C™ giris vektorii bilinmeyen bir dogrusal
sistem olan H € C™*"™ izerinden y = Hx + w modeliyle
gozlemleniyor olsun. Ayrica, w € C™ eklenir giiriiltii vektorii
stfir ortalamall ve R, ilinti matrisine sahip ve X’ten bagimsiz
bir vektor olsun. Verilen bir kanal kestirimi Hy ve yapisal
matrisler Hy, ..., H, icin (1)’deki yapisal modele gore ve
(6)’daki yakinlastirmaya gore

min max R(G; i), oyle ki <a
g (G ), oyle ki |||

problemi asagidaki SDP problemi seklinde yazilabilir:

min ¢t
t, G A M
oyle ki
Tr{M} <t
1y H
M+ (k/N-NI G {(1 - GHO)Rf} a/NFH
G R, 0 0 >0

I-GHyR: 0 I 0
o/NF 0 0 A

Burada, F £ B ® 1 olarak tamimlanmustir.

Yukaridaki teorem (4)’te tanimlanan problemin yukarida
tanimlanan gekilde bir SDP problemine doniistiiriilebilecegini
gostermektedir. Bu sayede, onerilen yontemin ¢oziimii etkili
bir bigimde yapilabilmektedir. Dolayisiyla, 6nerilen algoritma
gercek hayat problemlerinde rahatlikla kullanilabilir.

Ispat: (6)’daki problem asagidaki sekilde yeniden yazila-
bilir:
min max R(G; ) = min ¢,
G ¢ ( ) t,

oyle ki
T {R% (I- GH)"(1- GH)R: + GR,G”
~(r+ 8"t nB) T} <1, lull < o
@)

Bir ara matris M = MY e ¢rx» tanimlayarak (7)’deki kisit1
asagidaki sekilde tekrar yazabiliriz:

Tr{M} <t,
oyle ki

R:(I- GH)”(I - GH)RZ + GR,G"

~ (k8" + uB) T M, (|| < a.
(®)
(8)’deki kisita Schur tiimlerini uygulayarak (9)’daki kisita

ulasiriz. (9)’daki kisita Schur tiimlerini ikinci kez uygulayarak
asagidaki ifadeye ulasiriz:

M+ (/N + B+ @I G {(LGH)RE}H

G" R, 0 =
(I- GH)R: 0 I
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Sekil 1: N =4, M =4, SNR = 45 ve a = 2.5 i¢in farkli H modellerinin
MSE’lerinin siralanmasi.

Yukaridaki kisit agagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

M+ (/NI G {I- GHO)RE}H

G R,' 0
1
(I-GHg)RZ 0 I
—(1/N)F*
> 0 A[T 0 0]
GE
I
+0 |[A"] —-1/N)F 0o E"GY].
0

1
Burada, A £ u® I E £ [C1,...,Cpl, ve C; £ H,R2,
i =1,...,p seklinde tanimlanmustir. [17°deki Onerme 2’nin
yukaridaki kisita uygulanmasi sonucu teoremde verilen kisita
ulasilir. d

Teoremin ispatinda [1]’deki Onerme 2 kullanilmistir ve
bu 6nerme S-prosediiriiniin kayipsizlik 6zelligi kullanilarak
uygulanmugtir [7]. S-prosediirii tek kisith karesel formlar icin
karmagik ve gercel diizlemlerde kayipsiz bir yontem oldugu
i¢cin, Teorem’de belirtilen yontem gercel diizlemdeki sinyaller
icin de gegerlidir [8].

IV. SAYISAL SONUCLAR

Bu bolimde onerilen algoritmanin performansi sayisal
orneklerle gosterilmektedir. Iki 6rnekte de N = 4 ve M = 4
icin, rastgele birer kanal kestim matrisi Hy iiretilmistir ve
her farkli kanal icin bu kestirimin iizerine 4 ayr1 yapiya
sahip matrisler rastgele agirliklarla, agirliklarin spektral normu
[|t]] < o’dan az olacak sekilde eklenip gergek dogrusal model
olusturulmugtur. Yapisal formlar ise su asagidaki kaydirma
matrisi kullanilarak olugturulmustur:

0 0
U=

OO =
— o oo
SO O

0
1
0
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M - Ri(I- GH)?(I- GHRI + (5/N + 8%u+ pB1 G | )

GH

H;, = T secilerek H;;; = UH,;, ¢« = 1,2,3 matrisleri
olusturulup yapisal formlar olarak kullanilmigtir.

Gonderilen veri ve toplanir giiriiltii vektorleri icin ilinti
matrisleri R, = I ve R, = cI secilmistir ve ¢ parametresi
SNR = 45 dB olacak sekilde ayarlanmigtir. Sekillerde “DK"
dogrudan Hj kestirimine ayarlanan sayisal MMSE yontemi;
“GP" bu bildiride 6nerilen goreceli performans 6l¢iitiinii eniy-
ilestiren yontemi ve son olarak “EKEB" en kiiciik-en biiyiik
eniyilestirme algoritmasina gore en kotii durumdaki p agir-
liklarina gore ayarlanmig endiisiik kestirim hatasina ulagan
algoritmay1 simgeler.

Sekil 1 ve Sekil 2°de rasgele iiretilen 10000 dogrusal H
modeline karsilik gelen MSE degerlerini kiiciikten biiylige
siralanmistir. Bu deneylerde sirasiyla o = 2.5 ve a = 3.5
secilmigtir. Birinci deneyde, en kotii (veya en bilyik) MSE
degerleri “DK" i¢in 15.5058 (dB), “GP" i¢in 5.1166 (dB)
ve “EKEB" i¢in 0 (dB) olarak goriildii. Ortalama degerler
ise “DK" i¢in 5.0573 (dB), “GP" icin —0.3888 (dB) ve
“EKEB" igin 0 (dB) olarak gozlemlendi. ikinci deneyde ise,
en kotii (veya en bilylik) MSE degerleri “DK" icin 17.5641
(dB), “GP" i¢in 5.4250 (dB) ve “EKEB" i¢in 0 (dB) olarak
goriildii. Ortalama degerler ise “DK" icin 6.9011 (dB), “GP"
icin —0.1295 (dB) ve “EKEB" i¢in 0 (dB) olarak gézlemlendi.

Sekil 1 ve Sekil 2’de gozlemlenen sonuglara gore en kotii
durumda beklendigi gibi EKEB algoritmas1 en iyi perfor-
mans1 sergilemektedir. Ancak, bu algoritmanin performansi
ortalamada yeterli diizeyde degildir. Ote yandan, dogrudan
kanal kestirim matrisini kullanmak ise en kotii durumda kabul
edilemez sonuglar vermektedir. Onerilen algoritma ise bu iki
teknik arasinda bir odiinlesim saglayarak daha yumusak bir
gecis performansi sergilemektedir. Ayrica, yapilan deneylerde
oOnerilen algoritmanin ortalama kestirim hatasin kiiciiltebildigi
de gozlemlenmistir.

V. SONUCLAR

Bu bildiride, smirli yapisal veri belirsizlikleri altinda
dogrusal kestirim problemi incelenmistir. Problemin ¢oziimii
icin giirbiiz performansli bir algoritma Onerilmis ve bu al-
goritmaya yarigmaci formiilasyonla ulagilmigtir. Bu amacla,
literatiirdeki dogrudan kestirimleri kullanan veya en kotii
durum eniyilestirmesi yapan yontemler yerine, goreceli bir
performans tanimi yapilarak bu performansin en kotii durumda
eniyilestirmesi yapilmistir. Bu performans tanimi ile liter-
atiirdeki yontemlerin performanslari arasinda gegis performan-
sma ulagan bir yontem sunulmustur. Ayrica, bu algoritmanin
¢Oziimiiniin SDP problemi seklinde gosterilebilecegi bulunmusg
ve SDP probleminin formiilasyonu tam olarak verilmistir. SDP
problemleri olduk¢a hizli ¢oziilebildigi icin Onerilen yontem
gercek hayat uygulamalarinda rahatlikla kullanilabilir. Son
olarak, oOnerilen algoritmanin performansi literatiirdeki alter-
natiflerine gore karsilastirilmis ve sagladigi performans artisi
gozlemlenmigtir.
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Sekil 2: N =4, M =4, SNR = 45 ve o = 3.5 i¢in farkli H modellerinin
MSE’lerinin siralanmasi.
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